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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré
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Plus court chemin restreint stochastique

G = (V ,A) : graphe orienté simple (sans cycle orienté)

s, t : deux sommets fixés (source/puits)

ca : coût (déterministe) de l’arc a ∈ A

δa : variable aléatoire représentant le délai sur l’arc a ∈ A

D : maximum délai permis sans pénalité

d : penalité en cas de dépassement de D
(pénalité / unité de temps)

Objectif : Touver un chemin de s à t qui minimise
l’espérance des coûts totals
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S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 4 / 19
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G = (V ,A) : graphe orienté simple (sans cycle orienté)
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s, t : deux sommets fixés (source/puits)
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ca : coût (déterministe) de l’arc a ∈ A
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S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 4 / 19
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x∈{0,1}|A|

∑
a∈A

caxa + d · E[[
∑
a∈A

δ(a)xa − D]+]

s.t. Mx = b

S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 5 / 19
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S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 7 / 19
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Méthode de Résolution

Utiliser un algorithme branch-and-bound pour trouver le
chemin optimal
−→ Parcours en profondeur de G

Calculer bornes inférieures :
Resoudre la relaxation continue du SSPD

Utiliser un gradient projeté stochastique pour trouver
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Gérer les inégalités xa ≥ 0 avec une stratégie d’ensemble
actif

S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 9 / 19
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Gérer les inégalités xa ≥ 0 avec une stratégie d’ensemble
actif

S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 9 / 19
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Gradient projeté

Fonction objectif : J(x)

Basé sur l’algorithme descente de gradient :

xk = xk−1 − α∇xJ(xk−1)

Gestion des contraintes d’égalité linéaires (Mx = b) :

Projeter le gradient sur le noyeau de M

Matrice de projection : P := In −MT (MMT )−1M

xk−1M = b ⇒
xkM = xk−1M − α · P · ∇xJ(xk−1) ·M = b
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Basé sur l’algorithme descente de gradient :

xk = xk−1 − α∇xJ(xk−1)

Gestion des contraintes d’égalité linéaires (Mx = b) :
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Gestion des inégalités de non-négativité

Si xk ne satisfait pas une des inégalités xi ≥ 0 :

Raccourcir le pas α :

I k− := {i | xk
i < 0}

α = min
i∈I k−

{
xk−1
i

(P · ∇xJ(xk−1))i

}

Si toutes inégalités strictement satisfaites par xk−1 ⇒ α > 0

Sinon...
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Si toutes inégalités strictement satisfaites par xk−1 ⇒ α > 0

Sinon...

S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 11 / 19
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Sinon...
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Stratégie de l’ensemble actif

Si xk−1 satisfait une ou plusieurs inégalités avec égalité

Transformer inégalités en égalités
→ ensemble actif A
→ MA

Projeter gradient ∇xJ(xk−1) sur noyeau de MA

=⇒ xk satisfait ces mêmes inégalités avec égalité

Si xk viole d’autres inégalités : α > 0
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Si P · ∇xJ(x) = 0

Optimum ”local” trouvé

Calculer ”Multiplicateurs de Lagrange” des égalités

λ = (MA(MA)T )−1MA∇xJ(x)

Si λIA ≥ 0 pour l’ensemble actif : STOP.

Sinon : Enléver contrainte de A avec λi corr. minimal

S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 13 / 19
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Si P · ∇xJ(x) = 0

Optimum ”local” trouvé
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Gradient projeté stochastique

Fonction objectif : J(x) = E[j(x , δ)]

Basé sur l’algorithme gradient stochastique :

Utiliser gradient de la fonction j

Tirage indépendant de δ à chaque itération

xk = xk−1 − α∇x j(xk−1, δ̂k)

Procédure Monte-Carlo pour approcher l’espérance
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Modifications supplémentaires

Ajouter des contraintes dû à un ”mauvais tirage”

→ Méthode randomisée pour re-enléver contraintes

Retirer une contrainte dû à un ”mauvais tirage”

Faudra prob. rajouter cette contrainte qq. itérations plus tard

⇒ prochaine solution locale moins bonne

Deux possibilités :

1 Choisir autre contrainte à enléver
2 Forcer contrainte à rester strictement respectée
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→ Méthode randomisée pour re-enléver contraintes
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Estimation du gradient de j

Fonction objectif du SSPD :
J(x) = E[j(x , δ)] =

∑
a∈A caxa + d · E[[

∑
a∈A δ(a)xa − D]+]

⇒ j(x , δ) =
∑
a∈A

caxa + d · [
∑
a∈A

δ(a)xa − D]+

j différentiable p.r. à x sur Rn \ {x ∈ Rn|
∑

a∈A δ(a)xa = D}

{x ∈ Rn|
∑

a∈A δ(a)xa = D} ensemble négligeable

”Définition” du gradient de j :

∇x j(x , δ) :=

{
c si

[∑
a∈A δ(a)xa − D ≤ 0

]
c + d · δ sinon
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”Définition” du gradient de j :

∇x j(x , δ) :=

{
c si

[∑
a∈A δ(a)xa − D ≤ 0

]
c + d · δ sinon

S. Kosuch, A. Lisser Plus court chemin stochastique restreint ROADEF’10 16 / 19
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Outline

1 Présentation du problème
Formulation mathématique

2 Méthode de résolution
Gradient projeté et stratégie d’ensemble actif (cas
déterministe)
Gradient projeté et stratégie d’ensemble actif (cas
stochastique)

3 Problème rencontré
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré

Problème : Contraintes linéairement dépendentes

Contraintes Mx = b indépendentes

{Mx = b} ∪ A peut contenir contraintes dépendentes

Problème : après suppression de contrainte :
gradient projeté reste 0
⇒ l’algorithme boucle

Solution ?

Ajouter à A seulement contraintes indépendentes

Problème : après suppr. de la contrainte avec mult. min.
∃i t.q. xk−1

i = 0 et xk
i < 0

⇒ α = 0
⇒ l’algorithme boucle
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Présentation Méthode de résolution Problème rencontré
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